Series de numeros reales

Aquiles alcanzé a la tortuga y se sent6 confortablemente sobre su espalda.
“¢De modo que has llegado al final de nuestra carrera?- dijo la tortuga —.
¢A pesar de que realmente consiste ensami infinitade distancias? Yo

creia que algun necio habia demostrado que esto no podia hacerse”.

Lewis Carroll

Introduccion

En este capitulo continuamos con el estudio de las sucesiones empezado en el Capitulo
4. La novedad es que ahora vamos a considerar urptipiicular de sucesiones que, sin
exagerar, puede afirmarse que son las mas Utiles del Calculo. Estas sucesiones se llaman
series Lo mas llamativo en el estudio de lssrieses el punto de vista que se adopta en el
mismo; a saber: se trata de estudiaa sucesion a partir del conocimiento que se tiene de

otra sucesionPrecisemos estas ideas.

Dada una sucesiOfa,}, podemos formar a partir de ella otra sucesiph,}, cuyos
términos se obtienesumando consecutivamemds términos d€ a,}, es decir:

Al=ag, vh=a1t+a, s=arta+ag,...., A°v=asta+--+an

Pues bien, la sucesion asi obtenida se llagrée de término generaha
Al estudiar las sucesiones vimos algunos ejemplos importantes de series como la serie
geométrica{1+x+x2+---4+x"}, y la serie armonicd1+1/2+1/3+---+1/n}.

La caracteristica que distingue el estudio de las series es la siguiente: se trata de de-
ducir propiedades de la sedé} = {ay +ax+--- +an}, a partir del comportamiento de
{an}; es decir: los resultados de la teoria de series dan informacion sobre la sy#ggion
haciendo hipétesis sobre la suces{@n}. ¢ Por qué esto es asi?, ¢no seria mas logico, pues-
to que lo que queremos es estudiar la séAg}, hacer hipétesis directamente sobre ella?
La razén de esta forma de proceder es que, por lo general, no se conoce una expresion de
An=a+ax+---+an que permita hacer su estudio de forma directa; es decir, la suma

Departamento de Analisis Matemético 1 Prof. Javier Pérez



Series de niUmeros reales 2

a;t+ax+---+an No es posible “realizarla” en la practica. Por ello, en el estudio de las
series se supone implicitamente dasucesion{a,} es el dato que podemos utilizada-
turalmente, esto hace que el estudio de las series se preste a muchas confusiones porque,
aunque su objetivo es obtener propiedades de laf&rie las hipotesis hacen siempre refe-
rencia a la sucesiotfe, }. Si bien lo pensamos, esta forma de proceder no es del todo nueva.

Ya estas acostumbrado a usar la derivada de una funcion para estudiar propiedades de la
funcién; pues bien, la situacion aqui es parecida: para estudiar 1 agfieay + - - - + an}

(la funcién) estudiamos la sucesifa,} (la derivada).

Conceptos y resultados basicos

Todas las sucesiones que vamos a considerar en lo que sigue son sucesiones de nimeros
reales por lo que evitaremos esa innecesaria precision.

Definicion

Dada una sucesitfa, }, la sucesioq A} definida por:

Ar=a;, Avsi=an1+An paratodoneN

se llamaserie de término generah,,.
Debe quedar claro desde ahora que una serie es una sucesidn cuyos términos se obtienen
sumando consecutivamente los términos de otra sucesion.

Convenio de notacién
Usaremos la notaciofe; +ay + - - - + an} para representar la serie de término genayal

Ni que decir tiene que, siendo las series sucesidndss los conceptos y resultados
estudiados ya para sucesiones conservan su misma significacion cuando se aplican a series
Por tanto, es innecesario volver a definir qué se entiende cuando se dice que una serie es
“convergente”, o “divergente positivamente”, o “acotada”.

Serie armonica

Se llama asi la serie de término generai;les decir, la seri¢l+1/2+---+1/n}. Se ve-

rifica que la serie armonica diverge positivamente; de hecho, dicha serie es asintéticamente
equivalente a la sucesidifogn}.
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Serie armonica alternada
Se llama asf la serie de término gendiiat1)""/n}; es decir, la serie:

1 1 1 (—1)m1
1—42-> A
{ 7 T R

La serie arménica alternada es convergente y su limite es igual a log 2.
Demostracién

Pongamosh, =1— % T+t =T ) " Puesto quéAon—Agy_1} — 0, bastara probar
que{Aon} — log2. Tenemos que:

2n (_1)j+l

A2n: Z

n n
-1
= - |'|2n
J:]_ Z Z 2
dondeH, =1+1/2+---+1/n. Seay, = H, — logn. Sabemos que la sucesi¢p,} es
convergente (su limite es la constaptde Euler). Finalmente, como

Aon = Hon — Hp =10g(2n) —logn+ yan — Yn = 109 24 Y2n — Y
concluimos qug Agn} — log 2.

Serie geométrica

Dadox€R, la sucesiof1+x+x?+--- +x"} se llama serie geométrica de razdrDicha
serie converge si, y solo §ix| < 1, en cuyo caso su limite es igualia%(.

Todas las afirmaciones hechas se deducen de qug 4i se tiene:

) N 1 Xn+l
I+X+Xt X = —— — .
1-x 1-x

Condicion necesaria para la convergencia de una serie

Para que la seria; +ax + - - - + a,} Sea convergente es necesario rc]]l:rgdn =0.
Demostracion

PongamosA, = a1 +ax + -+~ + @, Y supongamos quéA,} es convergente. Entonces se
tiene que

0=Ilim{Ay1} —lim{A} =lim{An;1 — A} =lim{a.}.

La serie armédnica prueba que esta condicién necesaria de convergencia no es suficiente.

Departamento de Analisis Matematico Prof. Javier Pérez



Series de niUmeros reales 4

Criterios de convergencia para series de términos positivos

Una serie{a; +ax+--- +an} tal quea, > 0 para todneN, se dice que es ureerie de
términos positivasNétese que una serie de términos positivos es una sucesién creciente,
por lo que deducimos el siguiente criterio de convergencia.

Criterio basico de convergencia

Una serie de términos positivosa +ax + - - - + an} , €s convergente si, y solo si, estd ma-
yorada, es decir, existe un nimdvb> 0, tal quea; + ax +--- + a5 < M para todneN,

en cuyo caso se tiene que

n
lim{ai+ax+---+an} —sup{Zaj : neN}.
=1

Nétese que una serie de términos positivos que no es convergente es positivamente
divergente. El criterio basico de convergencia da lugar al siguigitégio de comparacion
sin duda uno de los mas utiles.

Criterio de comparacion
Sean{a;+ay+---+an Yy {b1+bz+---+ by} dos series de términos positivos. Suponga-
mos que hay un niumeice N tal quea, < b, para todm > k. Se verifica que:

i) Sila serie{by+by+---+b,} es convergente, tambiém; +ax+ - - -+ an} es con-
vergente.

ii) Silaserie{a;+ax+---+an} es divergente, también la sefib; +by+---+b,} es
divergente.

Demostracion
i) PongamosA, =a; +az+ - +an, Bh=b1+bz+--- 4 byn. Las hipotesis hechas implican
que para todo > k es A, < B+ Ax. Deducimos que giB,} esta mayorada también lo esta

{An}.

El punto ii) se deduce de i).

Criterio de comparacion por paso al limite
Dadas dos series de términos positiyas+ay +--- +an} y {by + by + - -- 4 by}, tales que
{an/bn} — LERE U{+w} se verifica:
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a) SiL =40y {b;+by+---+b,} es divergente tambiéfa; +a,+ - -- + an} es diver-
gente.

b) SiL=0y{bs+by+---+ by} es convergente tambida; +a, + - - - + an} es conver-
gente.

c) SiLER™ las seriea; +az+---+an} y {b1+by+---+ by} son ambas convergen-
tes o ambas divergentes.

Demostracion

Supongamos quecR*. Sea O< a < L < B. Todos los términos de la sucesifa, /by },

a partir de uno en adelante, estan en el interjal@[, es decir, exist& € N tal que para
todon> kesa < a,/b, < B, Y, por tanto,a b, < a, < Bb,. Concluimos, por el criterio de
comparacion, que la convergencia de una de las series implica la convergencia de la otra.
Queda, asi, probado el punto c¢) del enunciado. Los puntos a) y b) se prueban de manera
parecida.

Criterio integral
Seaf:R" — R una funcién continua, decreciente y positiva. Se verifica entonces que la
serie{f(1)+ f(2)+---+ f(n)} converge si, y solo si, la integral improp}go° f(x)dxes
convergente, es decir el limite y .
XETOO ) f(t)dt
es finito.
Demostracion
SeaF(x) = /1Xf(t)dt. Notese que, por sefr positiva, F es creciente. Ahora, por sér

decreciente, se tiene que:
2 3 n+1
£(2)+ £(3) -+ F(n+ 1) </‘mom+/’mom+~~+/ (1) dt =
1 2 n

:AMﬂmmgun+ua+um+m+mm

Deducimos que la sucesidrf(1) + f(2) +---+ f(n)} estd mayorada si, y soélo si, existe
dt

M > 0 tal que paratodoe N esF (n) = / f(t)dt < M, lo que equivale a que la funciéh
1

esté mayorada y, por tant)f)'lrﬂ F(X) = sup[F(x) : xe R*} < +oo.
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Vamos a introducir a continuacion una familia de series, llamadeass de Riemanmue
se utilizan frecuentemente para comparar otras series con ellas.

Series de Riemann
Dado un nimero reat, la serie{1+1/2%4+1/3%+...4+1/n%} se llama serie de Riemann
de exponente. Dicha serie es convergente si, y solocsi; 1.
Demostracion
Sia <0, {1/n"} no converge a ceroy, por tanto, la sefie+ 1/2% +1/3%+-.-+1/n%}
es divergente. Six > 0, podemos aplicar el criterio integral tomanfiex) = 1/x%, con lo
que

F(x) = /1x 1 logx, sia =1,

o Ut = 1 1
ta = e T gia#£1
1—0(X 1-a’ ta 7 1.

En consecuencia,irjrw F(X) < +o si, y sélosi, -a < 0.
X— 00

Si en el criterio de comparacion por paso al limite hacelpps 1/n%, obtenemos el si-
guiente criterio de convergencia.

Criterio de Prinsheim
Sea{a; +az+---+an} una serie de términos positivas,un nimero real y supongamos
que {n%an} — LeRY U{+}. Entonces:

i) SiL=+4coya<i {a+a+---+a, esdivergente.
i) SiL=0ya>1,{a;+ax+---+an} es convergente.

jii) Si LeR™, {a;+ap+---+an} converge st > 1y diverge sia < 1.

Series de Bertrand
Dados dos numeros reales 3, la serie

1 1 1
{Za(log 2)B T 3%(log3)P L n“(logn)ﬁ}

converge s > 1 cualquiera sef, y también sic = 1 y 3 > 1. En cualquier otro caso es
divergente.
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Demostracion

(1 H .
Sabemos qunenh ( or?pn) =0, cualesquiera segn> 0 y peR. Supongamos que > 1y
seak un numero verificando que<d A < a. Entonces
» 1 (logn)*
n =
n%(logn)P ne

dondep =a —A, u= —p, y deducimos que

1
Iim n)\i =0.
n—e  n%(logn)P

n 1
El criterio de Prinsheim implica que la se e ———_ » @s convergente.

Sia < 1 unrazonamiento parecido muestra que la serie diverge cualquidta sea

1 1
Sea ahorax = 1. Entonces, s < 0, tenemos quem para todon > 3, y el

criterio de comparacion implica que la serie es divergent§ SlO podemos aplicar el

criterio integral conf (x) = con lo que

(x+1)(log(x+ 1))P’

log(x+1))*P  (log2)*P
/ f(t)dt= 29T s
siB+#1yF(x)=log(log(x+1))—log(log2)) si B = 1. Por tantox_[mwF( X) < 400 Si, y

sélo si, 1-B < 0.

Vamos a estudiar a continuacion dos criterios de convergencia que se aplican a series
gue pueden compararse con una serie geométrica. Observemos que la serie geométrica de
término generad, = X", dondex > 0, converge s'an =x< 1. Esto nos lleva a considerar,
enelcasogeneraldeunasdi@e +ax+- -+ an} d%ntermlnos positivos, el comportamiento
de la sucesiokan;1/an}-

Criterio del cociente o de D’Alembert (1768)
Supongamos qua, > 0 para todmeN y que existe

an

lim a? = LeRE U{+oo}.

Entonces se verifica que:
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a) SiL< 1 laserie{a;+ax+---+an} €s convergente;
b) SiL>1 osiL =+, entonceqa; +ay+ - - -+ an} es divergente.

Demostracién
i) SeaA un namero tal qué < A < 1. La definicion de limite implica que existg € N tal
gue para toda > n, se verifica quea;ni1 < A, conlo que:

Bni1 = n+l 8n  8netl an, < )\m-l—noan0 _ %)\ml

3 a1 an Ao

y como, por ser & A < 1, la serie geométrica de raz@nes convergente, deducimos, en
virtud del criterio de comparacion, ge; +az + - - - + an} es convergente.

ii) Basta notar que la hipotesis hecha implica que la sucesighno converge a cero.
Puesto que la serie geométrica de término geragral X", dondex > 0, converge Si

van =X < 1, esto nos lleva, en el caso general de una $ejie-a; + - - - + a,} de términos
positivos, a considerar el comportamiento de la suceisjdam, } .

Criterio de la raiz o de Cauchy (1821)
Supongamos que para toda N esa, > 0, y que existe

limvy/a, =LeRE U{+w}.
Entonces se verifica que:
a) SiL <1 laserie{a;+ay+---+an} es convergente;
b) SiL>1 osiL =+, entonceqa; +az+ ---+an} es divergente.

Demostracion

i) SeaA un numero tal qué < A < 1. La definicion de limite implica que existg € N

tal que para todm > n, es V/a, < A, es decir,a, < A". Puesto que & A < 1, la serie
geomeétrica de razoh es convergente y, en virtud del criterio de comparacion, se sigue que
{a1+ay+---+an} es convergente.

i) Basta notar que la hipotesis hecha implica que la sucdgighno converge a cero.
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Es importante observar que ni el criterio del cociente ni el de la raiz permiten deducir la
convergencia o divergencia de una serie cudngol. Sabemos que sim{an;1/a,} =1
entonces tambiénrh\/a, = 1. En estos casos suele ser Util el siguiente criterio de conver-
gencia.

Criterio de Raabe (1832)
Supongamos qua, > 0 paratodmeN, y seaR, = n( — ar;l) . Se verifica que:

i) Si{R,} —L,dondeL >1 oL =+, laserie{a; +az+---+an} €s convergente.

i) Si {Ry} — L, dondeL <1 oL = —o, 0 bien si existe algike N tal queR, < 1
para todan > k, entonces la seriga; + a2 + - - - + a,} es divergente.

Demostracién
i) Las hipétesis hechas implican que exister 1 y n, €N tales que para todo > n, es
R, > a. Sead = a — 1 > 0. Tenemos que

Ri—1=(n— 1)—n% >0 (nN=np)

por lo que
1
an < 3((N—=1)an—nan) (N> no).

Comoa,, > 0, deducimos quea,.1 < (n— 1)a, para todon > n,. Asi la sucesiéqnan;1}
es decreciente para> n, y, como es de niimeros positivos, deducimos gque es convergente.
Seay = lim{na,1} = inf{nan+1: n > ny}. Tenemos que

> an < 3 ((No—1)an, —nény1) < ;((no—l)ano -Y)

y, por el criterio general de convergencia para series de términos positivos, deducimos que
{a1+ax+---+an} es convergente (lo que, dicho sea de paso, implicaygue).
i) Si Ry < 1 para todon > k, entonces(n — 1)a, — nan+1 < 0 y resulta que la sucesion
{naﬂﬂ} es creciente pamna> k, luegona, 1 > ka1, es deciran,; 1 > kakHE para todo

> K, y, por el criterio de comparacion, deducimos gae+ay + - -- +an} es dlvergente

La utilidad de los criterios de convergencia para series de términos positivos se debe en gran
parte al siguiente resultado.
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Proposicién

Sila serie{|ay| +|az| + - - - + |an|} €S convergente entonces también es convergente la serie
{ag+ay+---+an}.

Demostracion

Pongamos\, = a1 +az +--- +an, By = |ag| + |az| + - - + |an|. Puesto qugB,} es conver-
gente, dade > 0, la condicion de Cauchy nos dice que exisge N tal que

d 3
\Bq—Bp} = ) Z 1\ak| <3 para todosp,qeN tales que g > p>no.

Deducimos que para tod@sg< N tales quey > p>n, se verifica que

q
Aq—Ap| = [apritapiat-tag < Y lad < s <
k=p-+1 2

Lo que prueba que la serf@; +az + - - - + an} cumple la condicién de Cauchy y, por tanto,
es convergente.

Es usual utilizar la siguiente terminologia.

Convergencia absoluta
Se dice que la serifa; + a; + - - - +an} esabsolutamente convergentesi la serie de tér-
mino generala,|, es decir la sucesiofia; |+ |az| + - - - + |an|}, €S convergente.

Con esta terminologia, la proposicién anterior afirma que una serie absolutamente conver-
gente es convergente. Ahora bien, hay que advertir que una serie puede ser convergente y
no ser absolutamente convergente. La serie armonica alternada es un ejemplo de este com-
portamiento.

Los criterios de convergencia para series de términos positivos se aplican, obvio es decir-
lo, para estudiar la convergencia absoluta de cualquier serie. Pero, ¢qué hacer cuando una
serie no es absolutamente convergente? Naturalmente, podemos intentar comprobar si la se-
rie verifica la condicion de Cauchy, pero este procedimiento con frecuencia es complicado.
Afortunadamente, se conocen criterios que proporcionan informacion sobre la convergencia
no absoluta. No estudiaremos, por ahora, tales criterios generales y nos limitaremos a con-
siderar unas series particulares conocidas ceenies alternadas Se llaman asi las series

de laforma{a; —ap +ag—ay+---+ (—1)"a,} dondea, > 0 para todme N,
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Criterio de Leibnitz

Supongamos que la sucesia,} es decreciente y convergente a cero. Entonces la serie
alternadala; —ap +ag —ag +--- + (—1)"'a,} es convergente.

Ademas, sy =a; —ax+ag—ay+---+ (—1)"a, y S=1lim{A,}, se verifica para todo
neN que|S—An| < ani1.

Demostracion

Es inmediato comprobar que la suces{@a,_1} es decreciente yAx,} es creciente. Co-

mo Ay < Ao < Apn_1 < Aq, deducimos que ambas sucesiones convergen. Ademas, como
Aon_1 — Aon = agn — 0, concluimos quéy, converge.

SeaS= lim{A,}. Puesto que

S=I1im{Axn-1} =inf{Axn_1: NeN} =1lim{Axn} = sup{Az, : NeN}
se sigue quéyp < S< Aggr1, (P,g€N), de donde:
0<S—Am<ami1, Yy —amn<S—Axn1<0
es decir|S— Ay| < a,1 paratodmneN.

Terminologia y notaciones tradicionales para series

La terminologia y la notacion que se usan para series son, con frecuencia, confusas pero
es conveniente conocerlas pues son las que aparecen en casi todos los textos. De hecho, el
propio concepto de serie suele definirse de forma bastante confusa, unas veces como un par
de sucesiones y otras como una suma infinita. Si en un libro lees una definicion de serie de
este estilo lo mejor es que no le hagas ningln caso.

Respecto a la notacion usada, para empezar, la serie de término ggnesshemos notado
como{a; +ax+---+an}, suele representarse por los simbdgs-a, +az+---, y tam-
bién porz an. El primero, pese a su ambigliedad, puede ser aceptable. No asi el segundo

n=1
por lo que ahora se dird. Es frecuente llamar al nUndgre a; +a, +az +--- +a, suma
parcial n-ésimade la serie y, cuando la serie es convergente, a su limite se ledianmsade
[oe]

la serieque jtambién! suele representarse @ran. De esta manera en muchos textos un
n=1
numero,im{a; +ax+--- +an}, y una sucesiona; + az + - - - + an}, se representan igual,

lo que no es aceptable.
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Notese que el limite de una serie convergehte,lim{a; +a;+--- +an}, No es, como a

veces se dice, la “suma de los infinitos términos” de la sucgsigh ¢ Qué sentido tiene

eso de “sumar infinitos términos”? Ninguno, desde luego. Lo que dicho nimeeaifica

es que|L — ZT:l aj| se conserva menor que cualquier numere0, a partir de un cierto

neN en adelante. Si bien, puede ser sugerente la interpretaci@nadeno “la suma de

los términos de la sucesidm@, }” no hay que olvidar que esto no es mas que una forma de
hablar, y que el limite de una serie convergente es, justamente, el limite de una sucesion y
no debe confundirse con una operacién algebraica.

Una notacién cémoda y matematicamente correcta para la &mrieax+---+an} es
Z a,. Cuando dicha serie sea convergemepresentaremos su limite por

Sa=lm

n
Noétese queZ a, es lasucesién que a cadac N hace corresponder el nUmeroZaj y

n>1 1=
n

[ee]
que Z an =i Z . En consecuencia el smbo@ a, siempre tiene sentido (es una su-
n—
n—= =1 n>1

cesion) pero el smboli a, solo tiene sentido si la serie converge. El posible inconvenien-

te de estas notamones es que centran demasiado la atencion en la S@@sion lo que se
corre el riesgo de olvidar que lo que estamos estudiando es la su€asipay + - - - + an}.

Deciamos al principio de esta introduccidén que las series son “umpdgicular de suce-
siones”. Pues bien, esto no es del todo ciart@lquier sucesién puede considerarse como
una serie En efecto, dada una sucesidix,}, definamos la sucesiofyn,} poryi = X,

Yo = X2 — X1 Y, €n generalyn.1 = Xn11 — X, para todone€ N. Es evidente que la sucesién
{Xn} ={y1+VY2+---+VYn} €s la serie de término genesgl En resumen, series y sucesio-
nes son lo mismo: toda serie es una sucesion y toda sucesion es urlzosguie distingue

a la teoria de series es el punto de vista especifico de su estygiero sus resultados
pueden aplicarse a cualquier sucesion.
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